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In der vorliegenden Arbeit werde ich Untersuchungen u¨ber einige interessante Pha¨nomene in
geschu¨ttelten Zwei-Kammer-Systemen, sowohl fu¨r viele Teilchen (granulare Medien) als auch
fu¨r nur ein Teilchen (stochastische Resonanz), darlegen.
1.1 Granulare Medien
Granulare Medien haben Eigenschaften von Festko¨rpern, Flu¨ssigkeiten oder Gasen und daru¨ber
hinaus andere eigene Eigenschaften (fu¨r ¨Uberblicke, siehe [1–4]). Ein Beispiel ist die Bildung
von
”
Klumpen“, welche durch Energieverlust aufgrund inelastischer Sto¨ße zwischen Teilchen
verursacht wird [5], so dass die Energieverteilung nicht mehr homogen ist [6–10]. Eine Be-
schreibung von granularen Medien aufzustellen, ist keine reine akademische Herausforderung,
da es auch in industriellen Prozessen no¨tig ist, derartige Medien (z.B. mit Pulver, Samen,
Tabletten, recyclebare Abfa¨lle, Erdmineralien oder Baumaterial) zu kontrollieren. Um diese
Materialien zu verarbeiten, sind verschiedene Prozesse z.B. Mischen, Lagern, Trennen und
Transportieren von Interesse (siehe Referenzen in [11]).
Eine wichtige Eigenschaft der granularen Medien ist der Energieverlust durch inelasti-
che Sto¨ße. Dieser Verlust muss immer durch Energiezufuhr von außen (z.B. periodisches
Schu¨tteln, wie es in den Systemen in dieser Arbeit beschrieben wird) ausgeglichen werden. In
der vorliegenden Arbeit werden bina¨re Partikelmischungen mit verschiedenen Eigenschaften
(entweder Dichte oder Durchmesser) in zwei miteinander verbundenen Kammern untersucht.
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1 Einleitung
Es wird gezeigt werden, dass bei bestimmten Bedingungen eine Art von Teilchen die Mi-
schung verla¨sst und in die zweite Kammer eintritt, wa¨hrend die andere Teilchenart in der
ersten Kammer verbleibt. Teilchentrennung in anderer Weise wurde z.B. in rotierenden Trom-
meln, in waagrecht oder senkrecht geschu¨ttelten Beha¨ltern (mit nur einer Kammer) und im
Durchfluss durch eine Rinne erforscht [4, 12, 13]; in solchen Gera¨ten erschwert die unmittel-
bare Beru¨hrung von Schichten mit verschiedenen Teilchen die erwu¨nschte Trennung, wenn
eine optimale Entmischung, z.B. bei Mineralienverarbeitungen [14, 15] oder bei der Wieder-
gewinnung von Rohstoffen aus gemahlenen Abfa¨llen [16], gewu¨nscht ist. Deswegen ist eine
richtige Entmischung in zwei getrennten Kamern, wie sie hier beschrieben wird, eine vielver-
sprechende Aufgabe. Zusa¨tzlich zur Entmischung werde ich hier zeigen, dass es Bedingungen




Einige Ergebnisse fu¨r geschu¨ttelte granulare Medien in Systemen mit getrennten Kammern
wurden bereits berichtet [17–23]. Es wurde fu¨r Systeme mit nur einer Teilchensorte gezeigt,
dass sich die Teilchen in einer von zwei Kammern vorzugweise ansammeln [17, 18], na¨mlich
in jener Kammer, in der die Klumpenbildung von Teilchen zuerst vorhanden war (so genann-
ter
”
Maxwellsche Da¨mon“). Weitere Untersuchungen wurden danach fu¨r mehr als zwei Kam-
mern durchgefu¨hrt [19, 20]. Fu¨r ein bina¨res System und zwei Kammern wurde experimentell
gezeigt, dass sich alle Teilchen unumkehrbar in einer Kammer sammeln. In welcher Kam-
mer diese Ansammlung stattfindet, ha¨ngt von der Anfangsverteilung der Teilchen ab [21]. In
einer darauf folgenden Simulation zeigte man, dass in geschu¨ttelten bina¨ren Systemen par-
tielle ra¨umliche Trennung vorkommen kann [22]. Wenn das Schu¨tteln ausreichend stark ist,
verteilt sich die Teilchenmischung symmetrisch auf die Kammern [21,23]. Oszillationen oder
vollsta¨ndige Entmischung in einem System mit getrennten Kammern, wurde meines Wissens
bisher noch nicht experimentell gefunden.
Der Energieverlust wird durch vertikales Schu¨tteln der zwei Kammern kompensiert. Da-
bei kann der
”
Klumpen“ zwischen zwei Kammern periodisch wechseln. Dieses Pha¨nomen





kannt [25]. Eine andere Oszillationsart, die in der Literatur fu¨r granulare Medien vorkommt,
ist die der Neigung der Grenze zwischen zwei verschiedenen Teilchenarten, welche unter ver-
tikaler Vibration beobachtet wurde [26]. Weitere Oszillationsarten finden sich in der (verti-
kalen)
”
tickenden Sanduhr“ (intermittentes Abfließen) [27] und im Abfluß anderer vertikalen
Beha¨lter [28].
1.2 Stochastische Resonanz
Seitdem das Pha¨nomen der stochastischen Resonanz von C. Nicolis und G. Nicolis [29] und
von Benzi et al. [30, 31] berichtet wurde, liefert der Science Citation Index mehr als 2500
Publikationen u¨ber stochastische Resonanz (SR). Mit SR bezeichnet man die Versta¨rkung
eines periodischen Signals unter Verwendung von Rauschen oder deterministischem Chaos,
um einen Schwellenwert zu u¨berwinden. Experimente sind z.B. mit einem Schmitt-Trigger
[32], einem bistabilen Ring-Laser [33], einem Halbleiter-Ru¨ckfu¨hrungslaser [34], einem elek-
tronischen paramagnetischen Resonanzsystem [35], Brownschen Teilchen [36], einer modu-
lierten bistabilen chemischen Reaktion [37], dem Cercal-Sensor-System von Insekten [38],
der menschlichen Tastempfindung [39], dem arteriellen Luftdruckreflexsystem von Menschen
[40], Ensembles von Alamethicin-Ionen-Kana¨len [41], einzelnen biologischen Kaliumionen-
Kana¨len [42] und bistabilen nanomechanischen Resonatoren [43] durchgefu¨hrt worden. Diese
Liste ist nicht vollsta¨ndig; ¨Uberblicke werden in [44–46] gegeben.
In der vorliegenden Arbeit untersuche ich SR, die in einem experimentellen System auf-
tritt, wobei das System auf ein Minimum an Aufwand reduziert wurde. Ein solches System
ist gegeben durch eine Kugel, die sich in einem periodisch geschu¨ttelten Beha¨lter bewegt, der
durch eine Trennwand in zwei miteinander verbundene gleich große Kammern unterteilt ist.
Ich werde die Erscheinung der sogenannten bona fide SR [47] nachweisen. Diese Art von SR
bedeutet, dass man Resonanz sieht, wenn man die Antriebsperiode Td des Schu¨ttelns variiert.
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1 Einleitung
Als Indikator fu¨r bona fide Resonanz werde ich die Fla¨che P1 unter der ersten Spitze der
Aufenthaltszeitverteilung in einer Kammer benutzen [47]. Ich werde zeigen, dass P1 ein Maxi-
mum fu¨r verschiedene Td hat, wobei dies eine Eigenschaft ist, die in den letzen Jahren zu Kon-
troversen gefu¨hrt hat [47–49]. Daru¨ber hinaus beobachte ich bei dem Wert von Td, an dem P1
am ho¨chsten ist, Maxima anderer Indikatoren, die aus dem Leistungsspektrum abgeleitet wur-
den. Die Existenz solcher Maxima ist ein anderer Diskussionsgegenstand geworden: wa¨hrend
in einigen Berichten behauptet wird, es ga¨be Monotonie bezu¨glich Td (siehe [47, 50] und Li-
teraturverzeichnis darin), sind Bedingungen gefunden worden [51], bei denen Berechnungen
ein Maximum des Signal-Rausch-Verha¨ltnis (SNR, signal-to-noise ratio) bei Td voraussagen.
Ich werde auch die Gu¨ltigkeit der Anpassungsbedingung der Zeitskalen, na¨mlich TK/Td = 1
(TK ist die
”
Kramer’sche Zeit“: mittlere ¨Ubergangszeit zwischen Kammern oder Potenti-
alto¨pfen [52]) bei den Maxima der Indikatoren untersuchen. An diesem Punkt werde ich
u¨ber eine Abweichung von vorherigen Forschungsergebnissen berichten: die Anpassungsbe-
dingung ist nicht gegeben, aber TK/Td gegen Td zeigt ein Minimum.
1.3 Allgemeine Eigenschaften der experimentellen
Aufbauten
Die Gera¨te (siehe Abb. 1.1) bestehen aus folgenden Bestandteilen (Abku¨rzung in Klammern):
Signalgeber (SG), Versta¨rker (LF-Amplifier) (VS), Oszilloskop (Rohde & Schwarz Digital
Storage Oscilloscope 100 Mhz, Type BOS 845.0007.02) (OS), Vibrator (380 mm Woofer
Lautsprecher, Model AS 380 W mit 8 Ω Impedanz) (VI), Beschleunigungssensor (Silicon De-
signs, Inc.: Model 1221L-010) (BS), Beleuchtung (LED-Matrix) (BL), Videokamera (Basler
A602f-2) (VK), Stativ (ST), Spiegel (SP), und Gefa¨ß (Polystyrol) (GF).
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1.4 ¨Uberblick der vorliegenden Arbeit
Abbildung 1.1: Allgemeiner experimenteller Aufbau.
1.4 ¨Uberblick der vorliegenden Arbeit
Kapitel 2 befasst sich mit granularen Medien: experimentelle Aufbauten, experimentelle Er-
gebnisse, sowohl fu¨r gleiche Dichten und unterschiedliche Radien, als auch fu¨r gleiche Radien
und unterschiedliche Dichten, Modelle usw.. ¨Uber stochastische Resonanz wird im Kapitel 3
berichtet: experimenteller Aufbau und Ergebnisse. Ein Fazit and weitere Forschungspla¨ne sind




2 Granulare Medien in
Zwei-Kammer-Systemen
In diesem Kapitel wird u¨ber zwei verschiedene Experimente und Simulationen berichtet: a)
die Mischung von gleichen Dichten und unterschiedlichen Teilchenradien [53, 54]; b) die Mi-
schung mit gleichen Radien und unterschiedlichen Dichten [54]. Beide Experimente benutzen
denselben Aufbau mit unterschiedlicher Trennwandho¨he.
2.1 Experimenteller Aufbau
Ich habe ein Gefa¨ß (Ho¨he: 7.7 cm, Boden: 0.73 cm × 5 cm) aus Polystyrol benutzt (Abb.
2.1). Dieses Gefa¨ß wurde in zwei gleich große Kammern, durch eine vertikale Trennwand aus
Polystyrol, geteilt (Ho¨he h: 3 cm fu¨r die Mischung von gleichen Dichten und unterschied-
lichen Radien; 2 cm fu¨r die Mischung von gleichen Radien und unterschiedlichen Dichten;
Dicke: 0.8 mm). Das Gefa¨ß wurde oben verschloßen und auf einem Schu¨ttler mit einstellbarer
sinusfo¨rmiger Frequenz f und Amplitude a montiert. Die normalisierte maximale Beschleuni-
gung ist Γ = (2π f )2a/g (g: Erdbeschleunigung). Als Anfangsbedingung habe ich die Teilchen
gemischt und in eine der beiden Kammern gefu¨lt. Die Experimente wurden mit einer Basler
A602f-2 Videokamera mit einer Bildfrequenz von 250 Bildern pro Sekunde aufgenommen.
Ich habe die Experimente mit einer bina¨ren Mischung aus Teilchen durchgefu¨hrt. Fu¨r Teil-
chenmischungen mit gleichen Dichten aber unterschiedlichen Radien habe ich Kugeln aus
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2 Granulare Medien in Zwei-Kammer-Systemen
Kalknatronglas (Sigmund Lindner, Germany) benutzt. Wenn nicht anders angegeben, habe
ich TK = 138 kleinere Kugeln (Durchmesser dK: 2 mm) und TG = 27 großere Kugeln (Durch-
messer dG: 4 mm) benutzt.
Fu¨r Experimente mit bina¨ren Mischungen aus Teilchen, die gleiche Radien aber unter-
schiedliche Dichten haben, habe ich je T ′ = 92 Kugeln von beiden Arten (Durchmesser: 2
mm) gemischt. Ich habe Paare von Kugeln aus Polyacetal (ρ = 1.4 g/cm3), Glas (ρ = 2.6
g/cm3), Stahl (ρ = 7.9 g/cm3), Bronze (ρ = 9.1 g/cm3), Aluminium (ρ = 2.7 g/cm3), Holz
(ρ = 0.7 g/cm3), Messing (ρ = 8.7 g/cm3) und Nylon (ρ = 1.2 g/cm3) verwendet. Die Lie-
ferfirmen fu¨r diese Kugeln waren KGM (Polyacetal, Nylon, Aluminium, Messing), Heinrich
Ro¨ttcher (Stahl), Sigmund Lindner (Glas), Spheric-Trafalgar (Bronze) und Schowanek (Holz).
Abbildung 2.1: Gefa¨ß aus Polystyrol (Ho¨he: 7.7 cm, Boden: 0.73 cm × 5 cm), mit Trenn-
wandho¨he h.
Da die Geometrie des Gefa¨ßes vorgeben ist, habe ich als Teilchenzahl Vielfache einer ein-
fachen Lage Kugeln pro Kammer gewa¨hlt. Durch die Tiefe des Gefa¨ßes ist diese Lage Kugeln
zweidimensional und fu¨r Teilchen mit 2 mm Durchmesser entha¨lt eine Schicht 46 Kugeln, fu¨r
4 mm 9 Kugeln. Die Kugelzahlen TK = 138, TG = 27 und T ′ = 92 habe ich durch wieder-
holte Versuche so gewa¨hlt, dass alle in dieser Arbeit beschriebene Pha¨nomene (Oszillationen,
vollsta¨ndige Trennung, symmetrische Verteilung und Verbleib in einer Kammer) auftreten. Es
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2.2 Experimentelle Ergebnisse fu¨r gleiche Dichten und unterschiedliche Radien
zeigte sich dann, dass diese Pha¨nomene robust gegen Zufu¨gen oder Weglassen einzelner Teil-
chen sind, aber bei gro¨ßerer Variation der Teilchenanzahl (halbe Schicht) verschlechtet sich
das Auftretten z.B. von Oszillationen. Oszillationen finden fu¨r Mischungen von gro¨ßeren und
kleineren Teilchen nur bei 3 Schichten fu¨r beide Teilchensorten, bei einer Trennwandho¨he von
3 cm, statt, und fu¨r Mischungen von gleichen Radien (2 mm) werden 2 Schichten von beiden
Teilchensorten, bei einer Trennwandho¨he von 2 cm, beno¨tigt.
Die Anzahl der Kugeln jeder Teilchensorte (gro¨ßere/kleinere oder schwerere/leichtere) in
einer Kammer wird von mir durch Beobachtung der Aufnahme ohne Automatisierung be-
stimmt. Wenn ein Teilchen u¨ber die Trennwand wandert, wird die entsprechende Taste ge-
dru¨ckt und so die Anzahl in der jeweiligen Kammer erho¨ht, bzw. erniedrigt. Diese Information
wird spa¨ter in Form einer Zeitreihe ausgewertet.
2.2 Experimentelle Ergebnisse fu¨r gleiche Dichten und
unterschiedliche Radien
Im Ganzen habe ich vier Verhaltensweisen der Kugeln in den Experimenten beobachtet, die
den Parameterraum in 4 Bereiche unterteilen. Diese Bereiche sind in Tabelle 2.1 angegeben.
Bereich Definition
i Mischung mit symmetrischer Teilchenverteilung in beiden
Kammern
ii Oszillationen
iii Vollsta¨ndige Trennung von großen und kleinen Teilchen
iv Teilchen bleiben mit Anfangsmischung in einer Kammer
Tabelle 2.1: Definition der Verhaltenweisen (Bereiche im Parameterraum).
Ich definiere Bereich iv folgendermaßen: in einer Reihe von N Experimenten, wobei jedes
Experiment eine Stunde dauert, verla¨sst im Mittelwert weniger als ein Teilchen pro Experi-
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2 Granulare Medien in Zwei-Kammer-Systemen
Symmetrisch Stabile Anfangskonf.
Oszillationen Trennung
Abbildung 2.2: Experimentell beobachtete Verhaltensweisen fu¨r Mischungen aus Kugeln
gleicher Dichten und unterschiedlicher Radien (Glaskugeln mit Durchmesser
φ = 2 und 4 mm). Γ = 10. Oben links: Symmetrische Mischung bei f = 10
Hz. Unten links: Oszillationen bei f = 20 Hz; Zeiten: 0 s (a), 3.1 s (b), 58.3
(c), 66.2 s (d), 103.2 s (e). Oben rechts: Stabile Anfangskonfiguration. Unten
rechts: Vollsta¨ndige Entmischung bei f = 25 Hz; Zeiten: 0 s (a’), 43.3 s (b’),
392.2 s (c’), 401.5 s (d’), 931.9 s (e’).
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2.2 Experimentelle Ergebnisse fu¨r gleiche Dichten und unterschiedliche Radien
ment die Anfangsmischung. Ich setze N = 10. Diese verschiedenen Bereiche werden in Abbil-
dung 2.2, 2.3 und 2.4 erla¨utert. Eine vollsta¨ndige Entmischung wird in Abbildung 2.2 (untere
rechte Seite) und Abbildung 2.3e gezeigt. Die Aufteilung der Γ- f -Ebene wird in Abbildung
2.4 gezeigt. Abbildung 2.5 zeigt, wie die Teilchengro¨ßen, fu¨r die vollsta¨ndige Trennung statt-
findet, mit der Frequenz f reguliert werden kann. Fu¨r die Experimente in Abbildung 2.5 habe
ich, bei jeder Frequenz f , alle Paare von Glaskugeln getestet, deren Durchmesser (in mm)
innerhalb der Menge {0.8, 1, 1.6, 2, 2.4, 2.5, 3, 3.2, 4, 4.5, 4.8, 5, 5.6, 6} liegen.
Ich habe ein Pha¨nomen beobachtet, welches an den
”
Reverse Brazil-Nut Effekt“ (RBN)
[55, 56] erinnert. Dies bedeutet, dass die großen Teilchen nach unten gehen, im Gegensatz
zum
”
Brazil-Nut Effect“ (BN). Es gibt Simulationen [55] und Beobachtungen [56] von RBN,
aber Zweifel an ihrer Existenz [57] gibt es auch, da u¨ber nicht-reproduzierbare RBN-Vorga¨nge
berichtet wird. Ich konnte diese Unstimmigkeit nicht erkla¨ren. Ich kann lediglich behaupten:
meine Beobachtungen des RBN sind unklar, in dem Sinne dass die großen Teilchen gemischt
mit den kleinen unten verbleiben, wa¨hrend die kleinen ohne die großen in einem
”
granularem
Gas“ oben erscheinen. Diese Konfiguration verursacht einen Abfluss kleiner Teilchen aus der
Kammer mit der gro¨ßeren Gesamtteilchenzahl. Wa¨hrend der Abfluss stattfindet, gibt es eine
Zufu¨hrung kleiner Teilchen aus der unteren Mischung ins
”
granulare Gas“ daru¨ber. Nach-
dem die kleineren Teilchen die Kammer gewechselt haben, gibt es zwei Mo¨glichkeiten: a)
Die gro¨ßeren Teilchen wechseln die Kammer nicht (Trennung der Teilchen; Fall iii); und b)
die gro¨ßeren Teilchen erhalten genug Energie, da sie von den kleineren Teilchen nicht mehr
behindert werden, um die Kammer ebenfalls zu wechseln. Im letzten Fall wiederholt sich
dann (nach Absenkung, a¨hnlich RBN, der gro¨ßeren Teilchen in der anderen Kammer) dieser
Vorgang spiegelverkehrt (Oszillationen; Fall ii). Abb. 2.6 zeigt die Periode der Oszillationen
gegen den Antriebsparameter ν = a f , dessen Wert die Steigung der Gerade (z.B. A, B und C
in Abb. 2.4) im Parameterraum ist, und Abb. 2.7 zeigt typische Oszillationen bei f = 20 Hz
fu¨r verschiedene Werte von Anregungsamplituden a.
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Abbildung 2.3: Experimentelle Zeitreihen fu¨r kleine (K; kontinuerliche Kurven) und große
(G; gestrichelte Kurven) Glaskugeln in einer Kammer. Γ = 10 (a): symme-
trische Mischung fu¨r f = 12.5 Hz. (b,c,d) Oszillationen. (b): f = 15 Hz. (c)
f = 20 Hz. (d): f = 22.5 Hz. (e): Vollsta¨ndige Trennung fu¨r f = 24 Hz.
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Abbildung 2.4: Bereiche im Parameterraum, die in Experimenten mit Glaskugeln und in Si-
mulationen (mit dem Schaltermodell Abschnitt 2.4.1) ermitteln wurden. Ex-
perimente: i)•, große und kleine Teilchen vermischen sich und verteilen sich
symmetrisch auf beide Kammern. ii) +, Oszillationen. iii) ”, vollsta¨ndige
Trennung. iv), die Teilchen bleiben in der Angfangskonfiguration (Mischung
in einer Kammer). Simulationen (siehe Abschnitt 2.4): Geraden A, B und C,
welche die Bereiche i) bis iv) begrenzen.
2.3 Experimentelle Ergebnisse fu¨r gleiche Radien und
unterschiedliche Dichten
Bei der Untersuchung bina¨rer Mischungen mit gleichen Radien und unterschiedlichen Dich-
ten konnte ich ebenfalls die Verhaltenweisen beobachten, die in den vorherigen Abschnitten
beschrieben wurden: i) symmetrische Mischung; ii) Oszillationen; iii) vollsta¨ndige Entmi-
schung; und iv) stabile (asymmetrische) Anfangskonfiguration. Zusa¨tzlich konnte ich eine
fu¨nfte Mode beobachten, die ich als Leichtere-Teilchen-Oszillationen bezeichne; in dieser
fu¨nften Mode bleiben die schwereren Teilchen in einer Kammer, wa¨hrend die leichteren peri-
odisch zwischen den zwei Kammern oszillieren.
In Abbildung 2.8 stelle ich das Auftreten der unterschiedlichen Modi in der Γ- f -Ebene
fu¨r verschiedene Stoffpaare dar. Abbildung 2.9 zeigt eine zu Abbildung 2.2 analoge Dar-
stellung. Abbildung 2.10 zeigt Zeitreihen von Oszillationen und vollsta¨ndige Entmischung
fu¨r Kugeln aus Stahl und Glas. Abbildung 2.11 stellt Oszillationen fu¨r typische Mischun-
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Abbildung 2.5: Bedingungen fu¨r vollsta¨ndige Entmischung. Fu¨r jede Frequenz (Abszisse) fin-
det die vollsta¨ndige Trennung genau dann statt, wenn die gro¨ßeren Glaskugeln
einen Durchmesser ΦG oberhalb des oberen Punktes haben (: berechnet mit
dem Schaltermodell und mit einer Linie verbunden; ”: experimentell) und die
kleineren Glaskugeln einen Durchmesser ΦK unterhalb des unteren Punktes
haben (: berechnet mit dem Schaltermodell - Abschnitt 2.4.1 - und mit einer









Abbildung 2.6: Experimentell beobachtete Periode der Oszillationen gegen den Antriebspara-
meter ν = a f . Die kontinuerliche durchgezogene Linie wurde nur als Leitlinie
gezeichnet.
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Abbildung 2.7: (a, b, c) sind typische experimentelle Zeitreihen von Oszillationen des Anteils
von großen (G, gestrichelte Kurven) bzw. kleinen (K, kontinuierliche Kurven)
Kugeln in einer Kammer. Im Gegensatz zu Abb. 2.3 wurde hier die Anre-
gungsamplitude a vera¨ndert. f = 20 Hz. (a) a = 5.6 mm. (b) a = 6 mm. (c) a
= 6.5 mm.
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Abbildung 2.8: Gebiete, die in Experimenten ermittelt wurden, bei gleichem Durchmes-
ser (φ = 2 mm) und unterschiedlichen Dichten. +: Leichtere-Teilchen-
Oszillationen. (Die anderen Symbole sind wie in Abbildung 2.4). (a) Stahl
und Glas. (b) Bronze und Polyacetal. (c) Stahl und Polyacetal. (d) Stahl und
Bronze.
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2.3 Experimentelle Ergebnisse fu¨r gleiche Radien und unterschiedliche Dichten
Symmetrisch Stabile Anfangskonf.
Oszillationen Trennung
Abbildung 2.9: Wie Abbildung 2.2, aber fu¨r gleiche Durchmesser und unterschiedliche Dich-
ten (Stahl- und Glaskugeln; φ = 2 mm). Γ = 10. Links oben: f = 10 Hz. Links
unten: f = 20 Hz; Zeiten: 0 (a), 19.3 s (b), 34.7 s (c), 69.3 s (d) und 90.5 s (e).
Rechts oben: f = 35 Hz. Rechts unten: f = 30 Hz; Zeiten: 0 (a’), 91.4 s (b’),
155.7 s (c’), 189.5 s (d’) und 250 s (e’).
25















Abbildung 2.10: Experimentelle Zeitreihen fu¨r Stahlkugeln (gestrichelte Kurven) und Glas-
kugeln (kontinuierliche Kurven) mit gleichen Durchmessern: φ = 2 mm.
Γ = 10. (a) Oszillationen fu¨r f = 20 Hz. (b) Vollsta¨ndige Entmischung fu¨r















Abbildung 2.11: Experimentell beobachtete Oszillationen von schwereren (gestrichelte Kur-
ven) und leichteren (kontinuierliche Kurven) Kugeln mit gleichen Durchmes-
sern: φ = 2 mm. Γ = 10. (a) Bronze- und Polyacetalkugeln; f = 17.5 Hz. (b)
Stahl- und Polyacetalkugeln; f = 17 Hz.
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gen (Bronze-Polyacetal und Stahl-Polyacetal) dar. Schließlich zeigt Abbildung 2.12 die be-
obachtete Oszillationsfrequenz (Periode in der Gro¨ßenordnung von Minuten) als Funktion
der Anregungsfrequenz (Periode in der Gro¨ssenordnung von Zentisekunden) fu¨r eine Stahl-
Polyacetal-Mischung. Diese Abbildung zeigt, wie sich unser System als Signalumwandler von
hochfrequenten vertikalen Oszillationen (Abszisse) zu niederfrequenten horizontalen Oszilla-
tionen (Ordinate) verha¨lt.
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Abbildung 2.12: Frequenz der horizontalen Oszillationen zwischen den zwei Kammern ( fout)
gegen die Anregungsfrequenz ( fin) fu¨r Experimente mit Stahl- und Polyace-
talkugeln mit gleichen Durchmessern (φ = 2 mm). Die kontinuerliche durch-
gezogene Linie wurde nur als Leitlinie gezeichnet.
2.4 Simulationen fu¨r gleiche Dichten und
unterschiedliche Radien
Ich fu¨hrte zwei Arten von Simulation durch: mit einem
”
Schaltermodell“ und mit einer Um-
wandlung des Modells von Lambiote et al [25]. Im Experiment wurde folgender Mechanismus
der Oszillationen beobachtet: kleinere Teilchen brauchen die Hilfe der gro¨ßeren Teilchen um
die Trennwand zu u¨berwinden, aber gro¨ßere Teilchen werden durch die Anwesenheit der klei-
neren Teilchen behindert, da sie durch RBN nach unten wandern. Die Bewegung der Teilchen
aus einer Kammer in die andere Kammer, wird als Teilchenfluss in der Literatur (fu¨r eine Teil-
chensorte) beschrieben. Dieser Fluss F nimmt bei kleineren Teilchenzahlen X mit steigendem
X zu und bei gro¨ßeren Teilchenzahlen (aufgrund der Klumpenbildung) mit zunehmendem X
ab. Die daraus resultierende Glockenfunktion F(X) geht zusammen mit Funktionen, die den
RBN-artigen Effekt (Schalterfunktion oder Funktion fu¨r vertikale Entmischung) beru¨cksichti-
gen, in die Differenzialgleichungen des Systems ein.
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2.4.1 Schaltermodell
Die Simulationen wurden unter Verwendung der Flussfunktion F(X) (Teilchenfluss eines Sy-
stems mit nur einer Teilchensorte von einer Kammer in die andere) durchgefu¨hrt, die von














Obwohl diese Gleichungen nur fu¨r eine Teilchensorte gelten, unterscheide ich aus (weiter un-
ter ersichtlichen) formalen Gru¨nden zwischen großen (G) und kleinen (K) Teilchen: X = K,G.
K und G entsprechen der Zahl der kleinen Teilchen in einer Kammer geteilt durch TK , bezie-
hungweise der Zahl der großen Teilchen dort geteilt durch TG. C: Konstante. eX: Restitutions-
koeffizient (Quotient der Differenzgeschwindigkeit zweier Teilchen nach und vor der Kollisi-
on). Experimentell ergab sich eK ≈ eG = 0.84 durch Video-Auswertung von Kollisionen.Ω ist
die Grundfla¨che einer Kammer. Die glockenfo¨rmige Funktion in Gleichung (2.1) beschreibt:
i) steigender Fluss fu¨r steigende Teilchenzahl, wenn diese niedrig ist, bis der maximale Fluss
erreicht wird; und ii) abnehmender Fluss fu¨r steigende Anzahl von Teilchen, aufgrund von
Energieverlusten.
Ich mache nun die Na¨herung, dass mein bina¨res System ra¨umlich in zwei Mengen aufge-
teilt werden kann, wobei jede von Gleichungen der Form (2.1) und (2.2) beschrieben wird.
Eine Teilmenge entha¨lt die kleineren Teilchen und liegt stets oberhalb der zweiten Teilmenge,
die die gro¨ßeren Teilchen entha¨lt. Ich tue dies aufgrund der experimentellen Beobachtungen,
die eine RBN-artige Konfiguration zeigen (siehe Abschnitt 2.2). In meiner Na¨herung ver-
nachla¨ssige ich die Anwesenheit kleiner Teilchen zwischen den gro¨ßeren Teilchen im unteren
Gebiet.
Ich habe beobachtet, dass durch die RBN-artige Konfiguration, die gro¨ßeren Teilchen die
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effektive Kammertiefe fu¨r die kleineren Teilchen verringern, wodurch die letzteren leichter
die Trennwand u¨berwinden ko¨nnen. F(K) wird mit einer Funktion A(G) ∈ [0, 1] multipliziert,
die folgende experimentelle Beobachtungen erfu¨llt: i) in Abwesenheit der gro¨ßeren ko¨nnen
die kleineren Teilchen die Trennwand nicht u¨berwinden, d.h. A(G) = 0 fu¨r G = 0; ii) nahe
einem Schwellenwert G = ˜G (fu¨r die speziellen Bedingungen meiner Experimente) steigt der
Fluss der kleineren Teilchen u¨ber die Trennwand fu¨r steigendes G steil an und sa¨ttigt sich fu¨r




1 + (G/ ˜G)n . (2.3)
Zusa¨tzlich habe ich beobachtet, dass durch die RBN-artige Konfiguration der Fluss der
gro¨ßeren Teilchen von den kleineren unterdru¨ckt wird. Ich beru¨cksichtige dies mittels einer
Funktion I(K) ∈ [0, 1], die folgende experimentelle Beobachtungen erfu¨llt: i) in Abwesenheit
der kleinen Teilchen ist der Fluss der großen Teilchen am ho¨chsten, d.h. I(K) = 1 fu¨r K = 0; ii)
nahe eines Schwellenwertes K = ˜K sinkt der Fluss der gro¨ßeren Teilchen, und geht gegen Null
(I(K) → 0 fu¨r steigendes K). Diese Beobachtungen lassen sich mit folgender Schalterfunktion
na¨hern
I(K) = 1
1 + (K/ ˜K)n . (2.4)
Unter Verwendung der Gleichungen (2.1) bis (2.4) lassen sich die Gleichungen
dK
dt = −A(G)F(K) + A(1 − G)F(1 − K) (2.5)
dG
dt = −I(K)F(G) + I(1 − K)F(1 − G) (2.6)
integrieren.
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Abbildung 2.13: Simulierte Oszillationen mit dem Schaltermodell (Abschnitt 2.4.1) fu¨r Γ =
10, f = 20 Hz. Gezeigt ist die normierte Zahl der gro¨ßeren Teilchen (G) und
der kleineren Teilchen (K) in einer Kammer.
Die Parameter C = 11.7, ˜G = 0.27, ˜K = 0.37 und n = 5 passen das Modell an die experi-
mentelle Zeitskala, an die Daten in Abbildung 2.5, sowie auch an die ¨Uberga¨nge in Abbildung
2.4 an. Abbildung 2.13 zeigt typische Oszillationen, die das Modell liefert. Es bleibt noch zu
bemerken, dass die mit diesem Modell bestimmten Linien A, B und C in Abbildung 2.4 des-
wegen gerade sind, weil die Gleichungen 2.1 und 2.2 den Parameter Γ/ f ∝ (a f ) beinhalten.
An den Gleichungen 2.5 und 2.6 erkennt man, dass (K,G)1 = (1/2, 1/2) ein Fixpunkt ist.
Eine numerische Auswertung zeigt, dass (K,G)1 eine Hopf-Bifurkation durchla¨uft, wenn die
Linie A in Abbildung 2.4 (entsprechend Γ/ f = 0.732) von links nach rechts u¨berschritten
wird, was zu den Oszillationen zwischen den Linien A und B fu¨hrt. Wenn man die Linie B
(Γ/ f = 0.458) von links nach rechts u¨berschreitet, erscheinen zwei stabile Knoten in den
Berechnungen, na¨mlich (K,G)2 = (ǫ, 1) und (K,G)′2 = (1, ǫ), wobei 0.068 > ǫ > 1.9 · 10−4
fu¨r 0.458 > Γ/ f > 0.343 (Bem.: in Linie C ist Γ/ f = 0.343). Der maximale Wert von ǫ,
na¨mlich ǫ = 0.068, entspricht weniger als zwei großen Teilchen. Daru¨ber hinaus haben die
Simulationen gezeigt, dass wenn man mit der Anfangsbedingung (0, 0) beginnt, die Trajekto-
rie nach einer Zeit T zuerst (0, 1) durchla¨uft d.h. es findet eine vollsta¨ndige Entmischung statt
und danach, zu einer Zeit gro¨ßer als 50T (T ist die Periode einer Oszillation) den Punkt (ǫ, 1)
erreicht. Dasselbe gilt fu¨r die symmetrische Trajektorie von (1, 1) zu (1, ǫ), wobei sie (1, 0)
durchla¨uft. Zusa¨tzlich ergibt sich ǫ → 0 fu¨r Γ/ f → 0. Daher kann ich (K,G)2 und (K,G)′2 als
gute Na¨herungen fu¨r die experimentellen Fixpunkte (0, 1) und (1, 0) verwenden, welche der
Beobachtung der vollsta¨ndigen Teilchenentmischungen entsprechen. Schließlich bleibt noch
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eine Bemerkung zu den Anfangsbedingungen (K,G)3 = (0, 0) und (K,G)′3 = (1, 1) aus. Die
Berechnungen zeigen, dass (K,G)3 und (K,G)′3 Fixpunkte sind, welche anziehend bezu¨glich
Sto¨rungen in G and abstoßend bezu¨glich Sto¨rungen in K sind; allerdings hat der charakteri-
stische Exponent λ+ fu¨r Abstoßung von den Anfangsbedingungen die Eigenschaft λ+ → 0 fu¨r
Γ/ f → 0. λ+ geht so rasch auf Null, dass an der Linie C (Γ/ f = 0.343) der Fluss aus der Kam-
mer etwa ein Teilchen pro Stunde betra¨gt (fallend von links nach rechts in Abbildung 2.4),
was in ¨Ubereinstimmung mit den Experimenten ist. Obwohl die Erhaltung der Anfangskonfi-
guration (untere Linie C in Abbildung 2.4) nur ein scheinbares Pha¨nomen ist, ist es trotzdem
bedeutend in Hinblick auf die kurze Zeit des Experimentierens.
2.4.2 Umwandlung des Modells von Lambiotte et al.
Es ist sinnvoll ein bestehendes Modell aus der Literatur, das Oszillationen erzeugt, zu adap-
tieren. Zur Wahl steht einerseits das detaillierte quantitative Modell (den RBN-artigen Effekt
ergebend, wie in meinen Experimenten), das mit sechs Mean-Field-Differenzialgleichungen
in der Arbeit von Constantini et al. [24] beschrieben wird. Allerdings habe ich entschieden,
die Umarbeitung dieser Arbeit wegen seiner Komplexita¨t der Zukunft zu u¨berlassen. Zur Wahl
steht noch folgendes Modell aus vier Differenzialgleichungen von Lambiotte et al. [25], wel-
che ich adaptiert habe, obwohl es in seiner vero¨ffentlichten Fassung nur den BN-Effekt be-
schreibt:
dK
dt = −KF(K,G)P(S L) + (1 − K)F(1 − K, 1 − G)P(S R) (2.7)
dG
dt = −GF(K,G)Q(S L) + (1 − G)F(1 − K, 1 − G)Q(S R) (2.8)
dS L
dt = λ(KG − S L) (2.9)
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dS R
dt = λ[(1 − K)(1 − G) − S R] (2.10)
wobei
F(K,G) = e−(K2+RG2)/A (2.11)
und n(m) der Anteil kleiner (großer) Teilchen in der linken Kammer ist. Ich wa¨hle
A = α(a f )2 (2.12)
(siehe Referenzen. [19–21]) und bestimme die Konstante α durch Anpassung von Bifurka-
tionen des Modells an Bifurkationen in meinen Experimenten. S L(S R) ist ein Maß fu¨r die
vertikale Entmischung in der linken (rechten) Kammer. P und Q beschreiben den Einfluss der
vertikalen Entmischung auf den Fluss. Lambiotte et al. verwenden P(x) = 1 − x (x : S R oder
S L), um die Inhibition des Flusses der kleinen Teilchen durch die daru¨berliegenden großen
Teilchen wegen der BN-artigen Konfiguration zu beru¨cksichtigen. Daru¨ber hinaus setzen sie
Q(x) = 1+ x, um die Aktivierung des Flusses der großen Teilchen durch die darunterliegenden
zu beschreiben. Um die von uns bebobachtete RBN-artige Konfiguration einzuarbeiten, habe
ich Q(x) folgendermaßen gea¨ndert:
Q(x) = 1 − x. (2.13)
Man ko¨nnte P(x) = 1 + x setzen, um die Aktivierung des Flusses der kleinen Teilchen
durch die großen (RBN-artiger Effekt) zu beschreiben. Leider liefert der Ansatz P(x) = 1 + x
keine Oszillationen. Statt dessen findet man Oszillationen, wenn P(x) ∈ [0, 1], wie auch bei
Q(x) ∈ [0, 1]. Deshalb sei
P(x) = x. (2.14)
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Gleichungen (2.7)-(2.10) zusammen mit Gleichungen (2.11)-(2.14) liefern Oszillationen,
Entmischung, und symmetrische Verteilung. Im Gegensatz zu Ref. [25] und wegen Gleichun-
gen (2.13) und (2.14), die die beobachteten RBN-artige Konfiguration beru¨cksichtigen, sind
die Oszillationen der kleinen Teilchen im Bezug auf die großen Teilchen zu fru¨heren Zei-
ten phasenverschoben. Dies wird in Abbildung 2.14 beispielhaft gezeigt und gleicht grob den
Experimenten, wie sie in Abbildungen 2.3 und 2.7 dargestellt sind. Wir konnten ¨Uberga¨nge
zwischen den Gebieten (i)-(iv) bei den folgenden Werten von A beobachten: 1.24, 0.4, und
0.175. Im Hinblick auf den experimentellen Wert von v = a f bei den ¨Uberga¨ngen (siehe
Gleichung 2.12), erha¨lt man α = 47.8 ± 6.1 s2 m−2. Trotz dieser Anpassungen mo¨chte ich
betonen, dass die Modellierung des vorliegenden Systems als Herausforderung verbleibt, da
dieses Modell nur eine rudimenta¨re Beschreibung der Experimente darstellt. Vielmehr ist die









Abbildung 2.14: Simulierte Oszillationen mit Umwandlung des Modells von Lambiotte et al.:
gro¨ßere Teilchen G (gestrichelte Kurven) bzw. kleinere Teilchen K (kontinu-
ierliche Kurven) (Abschnitt 2.4.2); a = 6.5 mm, α = 47.8 s2 m−2, λ = 0.01,
R = 1.5; Abzisse: arbitra¨re Einheit).
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2.5 Erga¨nzung der Experimente unterschiedlicher
Dichten und gleicher Radien
Zusa¨tzlich zu den bisher erwa¨hnten Stoffen habe ich auch weitere Materialien untersucht (sie-
he Tabelle 2.2). Anders als bei den bisher vorgestellten Experimenten habe ich hier nicht bei
allen untersuchten Paaren von Kugelsorten mit unterschiedlichen Dichten einen RBN-artigen
Effekt beobachtet. In diesem Fall kann man drei Verhaltenweisen beobachten: eine Tendenz
zu BN-artigen oder zu RBN-artigen Konfigurationen oder u¨berhaupt keine vertikale Entmi-
schung. Daru¨ber hinaus ha¨ngen diese unterschiedlichen Verhaltenweisen nicht nur von den
gewa¨hlten Paaren von Materialien ab, sondern auch von Γ und f . Unter diesen Umsta¨nden
ist meine Modellvorstellung (aus dem vorherigen Abschnitt) nicht mehr gu¨ltig, da es auf das
RBN-artige Verhalten baut. Im folgenden pra¨sentiere ich die Ergebnisse der Beobachtungen,
die ich allerdings nicht weiter systematisch untersuchen konnte.
Abku¨rzung Materialnamen ρ (g/cm3)
AL Aluminium 2.73
BZ Bronze 9.11






Tabelle 2.2: Abku¨rzung des Materialnamens und Dichten.
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• gemischt in beiden Kammern
Tabelle 2.3: Bedeutung der Symbole.
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Abbildung 2.15: Γ- f -Ebenen aus Experimenten wie in Abbildung 2.8 (siehe Tabelle 2.2 fu¨r
die Bedeutung der Abku¨rzungen und Tabelle 2.3 fu¨r die Bedeutung der Sym-
bole).
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Abbildung 2.16: Γ- f -Ebenen aus Experimenten wie in Abbildung 2.8 (siehe Tabelle 2.2 fu¨r
die Bedeutung der Abku¨rzungen und Tabelle 2.3 fu¨r die Bedeutung der Sym-
bole).
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Abbildung 2.17: Γ- f -Ebenen aus Experimenten wie in Abbildung 2.8 (siehe Tabelle 2.2 fu¨r
die Bedeutung der Abku¨rzungen und Tabelle 2.3 fu¨r die Bedeutung der Sym-
bole).
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3 Stochastische Resonanz
In diesem Kapitel wird ein einfaches System, welches stochastische Resonanz (SR) zeigt,
vorgestellt [58]. Verglichen mit Systemen in der Literatur [44–46] ist dies meines Wissens das
einfachste experimentelle System mit SR. Insbesondere, handelt es sich um sogenannte bona
fide SR, da verschiedene Charakteristika ein Maximum, also
”
Resonanz“, aufweisen, wenn
man die Antriebsfrequenz variiert.
3.1 Experimentelle Anordnung
Eine Messingkugel wurde in einen Beha¨lter aus Polystyrol gefu¨llt, wie in Abbildung 3.1 skiz-
ziert (Ho¨he: 5.5 cm; La¨nge L=2.4 cm; Tiefe: 1 cm). Der Beha¨lter wurde ra¨umlich durch eine
vertikale Trennwand aus Polystyrol (Ho¨he: 1.5 cm; Dicke: 0.8 mm) in zwei gleich große Kam-
mern aufgeteilt, oben verschlossen, und auf einem Schu¨ttler mit einstellbarer, sinusfo¨rmiger
Frequenz fd und Amplitude ad befestigt. Der Boden ist zur Trennwand hin um ϕ = 2.4 ◦ auf
jeder Seite geneigt. Ansonsten hat dieser Beha¨lter die Form des Beha¨lters (Abbildung 2.1),
welcher in Kapitel 2 benutzt worden ist.
Fu¨r einen gegebenen Wert fd stelle ich ad so ein, dass Γ = (2π fd)2ad/g konstant gehalten
wird. Γ wurde mit einem Beschleunigungsmesser (Silicon Designs, Inc.; Model 1221L-010)
gemessen. Ich benutze Γ=7.5 in diesem Kapitel. Bei diesem Wert von Γ ist die maximale Ho¨he
zwischen zwei Bodenkontakten, welche die Kugel im Mittel erreicht, nahezu gleich der Ho¨he
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Abbildung 3.1: Schema des Beha¨lters zur Untersuchung von stochastischer Resonanz.
der Barriere. Unter dieser Bedingung habe ich SR mit Eigenschaften beobachtet, die jenen,
die in der Literatur berichtet werden, am na¨chsten kamen. Dass SR fu¨r dieses Γ optimal ist,
kann folgendermaßen erkla¨rt werden. Bei gro¨ßerem Γ wird der Aufenthalt im Oberteil des
Beha¨lters (die
”
dritte Kammer“ u¨ber der Barriere) wichtig, jedoch sind die Sto¨ße darin inkon-
sistent mit dem generischen Begriff eines SR-Systems. Andererseits wird bei kleinerem Γ ein
SNR-artiges Verhalten aufgrund u¨berma¨ssigen dissipativen Kollisionen in den unteren Kam-
mern verhindert. Zeitreihen (Gesamtdauer tmax= 9600 s) von der x-Koordinate (siehe Abb.
3.1) der Kugel wurden mit eine Basler A602f Videokamera mit einer Rate von 1030 Bilder
pro Sekunde aufgenommen.
Ich erwarte eine chaotische Trajektorie der Kugel aufgrund der Tatsache, dass das Treibung
der Kugel vergleichbar mit dem System in Referenzen [59,60] ist, (dissipative Sto¨ße einer Ku-
gel mit einer sinusfo¨rmigen geschu¨ttelten Ebene, siehe Abbildung 3.2). Durch den geneigten
Boden verursacht die vertikale Aperiodizita¨t auch Aperiodizita¨ten in x-Richtung. Kein exter-
Abbildung 3.2: Dissipative Sto¨ße einer Kugel mit einer sinusfo¨rmig geschu¨ttelten Ebene.
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nes Rauschen ist meinem System hinzugefu¨gt worden; daher sollten stochastisch-resonante
Pha¨nomene auf die so genannte deterministische SR zuru¨ckgefu¨hrt werden, die durch ein
”
ef-






































Abbildung 3.3: Die Wahrscheinlichkeitsdichte P(t) fu¨r die Aufenthaltszeit der Kugel in einer
der Kammern. (a) fd=10 Hz. (b) fd=6 Hz. (c) fd=5.8 Hz. Die gestrichelte
Geraden zeigen, dass die Ho¨he der Peaks exponentiell kleiner werden, mit
Ausnahme des ersten Peaks.
Abbildung 3.3 zeigt Beispiele von der Wahrscheinlichkeitsverteilung P(t) der Aufenthalts-
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dauer der Kugel in einer der beiden Kammern. Die Struktur dieser Verteilung, mit einem Ab-
stand zwischen den Spitzen gleich Td = 1/ fd, ist im Allgemainen eine Signatur von SR [46].
Die erste Spitze erscheint bei Td, wie in anregbaren Systemen [46, 63] oder in der
”
interslip“-
Verteilung des Ro¨ssler’schen Systems [62]. Die Diskrepanz zu dem getriebenen Duffingsy-
stem, das allgemein als Prototyp bezeichnet wird und dessen erste Spitze bei Td/2 erscheint,
wird folgendermaßen erkla¨rt. Im Duffingsystem wird bei periodischer Treibung einer der Po-
tentialto¨pfe erniedrigt, wa¨hrend der andere erho¨ht wird (siehe Abb. 3.4): ist das linke Mini-
mum zu Zeit t0 erho¨ht, so ist auch die ¨Ubergangswahrscheinlichkeit nach rechts groß. Hat ein
¨Ubergang statt gefunden, so ist der na¨chste gu¨nstige Zeitpunkt fu¨r einen ¨Ubergang nach Td/2
und bedingt die erste Spitze der Verteilung. Im Gegensatz dazu werden beide Kammern im
System der vorliegenden Arbeit von dem periodischen Antrieb gleichzeitig erho¨ht und ernied-
rigt (Bem.: Man beachte, daß die Kammern analog den Potentialminima des Duffingsystems
sind). Da in meinem Experiment ein ¨Ubergang von Kammer A zu Kammer B durch einen Stoß
der Kugel mit dem aufsteigenden Boden verursacht wird, kann die Kugel erst nach einer Zeit
Td wieder gestoßen werden und so die Chance erlangen, in die Kammer A zuru¨ckzukehren.
Man beachte, dass der Abstand zwischen den Spitzen gleich Td (sowohl in dem Duffingsystem
als auch in meinem) ist, weil in beiden Systemen die Zeit Td zwischen gu¨nstigen ¨Ubergangs-
situationen vergeht.
Die Kramersche Zeit TK [52] wird allgemein als die mittlere Wartezeit fu¨r ¨Uberga¨nge zwi-
schen Kammern, d.h. als das Integral von tP(t) u¨ber t definiert. Im Falle des Duffingsystems
wird
”
Resonanz“ mit der Zeitskalen-Anpassungsbedingung TK = Td/2 definiert, welche mit
der Reduktion von P(t) zur ersten Spitze bei Td/2 einhergeht, d.h. mit dem Verschwinden al-
ler anderen Spitzen [46]. In unserem System findet die erste Spitze bei Td statt, entsprechend
einer Zeitskalen-Anpassungsbedingung TK = Td.
Als ein Indikator fu¨r SR habe ich die
”
Sta¨rke“ P1 der ersten Spitze der Verteilung P(t)
bestimmt, wobei P1 durch die Fla¨che unter der Spitze nach der Definition
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Abbildung 3.4: Zeitabha¨ngigkeit des Potentials beim Duffing Oszillator. Die Dauer der ge-





gegeben ist [47]. Ich setze α = 1/4. In Abbildung 3.5a zeige ich P1 als eine Funktion der
Treiberperiode Td = 1/ fd.
Ein typisches Leistungsspektrum S ( f ), erhalten aus einer gemessenen Zeitreihe, wird in
Abbildung 3.6 gezeigt. Wie erwartet, erha¨lt man eine Spitze bei der Treiberfrequenz fd. Als
ein weiterer Indikator von SR, wurde das Signal-Rausch-Verha¨ltnis SNR (in dB) bestimmt.
Dieses ist durch
SNR = 10 log10
S ( fd)
S N( fd) (3.2)
gegeben, wobei S ( fd) fu¨r die Ho¨he der Spitze und S N( fd) fu¨r das Rauschen unter der Spitze
stehen [32, 44, 46, 62] (siehe Abb. 3.6). SNR, als Funktion von Td, wird in Abbildung 3.5b




S 1 = ∆ f [S ( fd) − S N( fd)] (3.3)
bestimmt (∆ f = 2π/tmax: Breite Spitze; tmax: La¨nge der Zeitreihe) [44]. S 1 als Funktion von
Td wird in Abbildung 3.5c gezeigt.
Man beachte, dass die drei Gro¨ßen P1, SNR und S 1 ein Maximum bei ungefa¨hr demselben
Wert von Td (Td = 0.172 und 0.175 in Abbildung 3.5a, 3.5b and 3.5c) haben. Solche Maxima
sind bekannt als Signaturen von SR [32, 44, 46, 47, 62]. Abbildung 3.5b deutet außerdem an,
dass SNR fu¨r Td → 0 divergiert. Diese Divergenz wird dadurch erkla¨rt, dass der Rauschpe-
gel S N( fd) gegen Null geht (siehe Gleichung (3.2)), wie in [44] diskutiert; und in der Tat, fu¨r
T → 0, verursacht die steigende Frequenz erho¨hte Stoßraten and folglich erho¨hten Energie-
verlust, so daß die Kugel
”
einfriert“.
Die Spitzen von P(t) bei nTd (n > 2) in Abbildung 3.3c (d.h. fu¨r den Wert von Td =
1/ fd = 1/0.172 bei dem die Maxima von P1, SNR und S 1 stattfinden) sind die niedrigsten,
die ich beobachtet habe (man vergleiche, zum Beispiel, mit Abbildungen 3.3a und 3.3b). In
anderen Worten, diese Spitzen werden hier nicht vollkommen eliminiert, wie in
”
Resonanz“-
Situationen, die sonst in der Literatur berichtet werden und bei denen TK/Td = 1 ist [45, 46].
Allerdings treten die Maxima in Abbildung 3.5 (von P1, SNR und S 1) fu¨r eine Periode Td auf,





























































Abbildung 3.5: (a) Eigenschaften der gemessenen Zeitreihen als Funktion der Treiberperi-
ode Td. (a) Sta¨rke P1 der ersten Spitze der Aufenthaltszeitverteilung P(t); (b)
Signal-Rausch-Verha¨ltnis; (c) Ausgangssignalleistung; (d) Kramersche Zeit





















Abbildung 3.6: Typisches Leistungsspektrum fu¨r die Zeitabha¨ngigkeit der x-Koordinate der
Kugel. fd=5.8 Hz.
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Im ersten Teil dieser Arbeit habe ich zwei neuartige experimentelle Beobachtungen in granu-
laren Medien vorgestellt: i) Oszillationen eines granularen Mediums in zwei Kammern, die
als eine
”
sich selbst stellende Sanduhr“ beschrieben werden kann: nachdem eine Kammer leer
ist, wird sie automatisch wieder aufgefu¨hlt (Abbildung 2.2 (a) bis (e) sowie Abbildung 2.9(a)
bis (e) und ihre zeitliche Umkehr); und ii)
”
Sieben durch Schu¨tteln“, quantifiziert z.B. in Ab-
bidlung 2.5. Letztes ko¨nnte Relevanz in der Materialverarbeitung haben, z.B. beim Trennen
von Mineralien oder Abfall [14–16]. Man beachte, dass pulverisierte Materialien dazu neigen,
dieselbe Gro¨ße zu besitzen. Deshalb ist es ein wichtiges Ziel, Komponenten mit unterschied-
lichen Dichten zu entmischen. Meine Ergebnisse, dargestellt in Abbildungen 2.8, 2.15, 2.16,
2.17 (Symbol ”) und, Abbildungs 2.9(a’) bis (e’) und 2.10 (b), deuten auf eine neuartige,
effiziente Entmischungsmethode fu¨r gleich große Teilchen hin.
Es ist bemerkenswert, dass die simulierten Geraden A, B und C in Abbildung 2.4 die ex-
perimentellen Gebiete zufriedenstellend trennen. Daru¨ber hinaus beschreibt das Modell die
Bedingungen fu¨r eine vollsta¨ndige Entmischung (Abbildung 2.5). Die Form der beobachte-
ten Oszillationen werden von den simulierten Schwingungen (Abbildungen 2.13 und 2.14,
vergleiche Abbildung 2.3 (c)) nicht so gut beschrieben. Dies erfordert eine zuku¨nftige Verbes-
serung des Modells im Rahmen meiner experimentellen Beobachtungen.
Eine weitere zuku¨nftige Aufgabe ist die Modellierung des Falles von gleichen Durchmes-
sern und unterschiedlichen Dichten. Infolge der Empfindlichkeit der vertikalen Teilchenver-
teilung (BN-Effekt, RBN-Effekt oder keine vertikalen Entmischung) von Kontrollparametern,
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bieten molekulardynamische Simulationen (MD) hier den besten Zugang. Allerdings wu¨rden
dreidimensionale MD-Rechnungen zu große Simulationszeiten mit unserer jetzigen Hardware
beno¨tigen.
Die Oszillationen, die ich in den Experimenten beobachtet habe, z.B. in Abbildungen 2.3
und 2.7, sind periodisch, abgesehen von Schwankungen von weniger als 9% der Periode.
Diese Periodizita¨t ist konsistent mit unseren Simulationen, mit denen von Lambiotte et al. [25]
und mit den Mean-Field-Rechnungen von Constantini et al. [24]. Im Gegensatz dazu liefern
die MD-Rechnungen von Constantini et al. aperiodische Oszillationen. Man beachte, dass
meine periodische
”
Sanduhr“ sehr speziell ist, hinsichtlich ihrer quasi-zwei-Dimensionalita¨t
(Die Tiefe der Kammern ist 7.3 mm, vergleichen mit dem gro¨ßten Kugeldurchmesser d =
4 mm). Untersuchungen von tieferen Kammern d.h. von voll dreidimensionalen Systemen
bleiben offen.
In einem weiteren System mit a¨hlichem Aufbau aber nur einer Kugel habe ich ein weiteres
Pha¨nomen entdeckt. Sowohl die
”
multipeak structure“ der Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Aufenthaltszeiten dieses Teilchens (Abb. 3.3), als auch die Maxima der drei Indikatoren fu¨r
SR (Abbildungen 3.5a, 3.5b und 3.5c), weisen auf stochastische Resonanz (SR) hin.
Dadurch dass das Maximum von P1 durch variieren der Frequenz fd = 1/Td auftritt, kann
man von sogenanter bona fide Resonanz [47] reden. Man beachte in diesem Zusammenhang,
dass vorgeschlagen wurde, den Hintergrund von P(t) von P1 abzuziehen, damit P1 ein zu-
friedenstellender Indikator ist [48]. Trotzdem habe ich in meinem Fall (wie es auch fu¨r Ex-
perimente mit Brownscher Dynamik [50] berichtet worden ist) gezeigt, dass die Subtraktion
des Hintergrundes nicht notwendig ist, um ein Maximum von P1 (Abb. 3.5a) zu erhalten.
Außerdem fanden wir auch bona fide Resonanz aus Eigenschaften, die aus dem Leistungs-
spektrum (Abbildungen 3.5b und 3.5c) abgeleitet wurden. Dies wurde schon fu¨r Simulationen
von anregbaren Systemen [64] berichtet. Meines Wissens nach, ist dies der erste experimen-
telle Beweis fu¨r bona fide Resonanz durch Bestimmung des Signal-Rausch-Verha¨ltnises SNR
und der Ausgangssignalleistung S 1. Außerdem ist mir kein einfacherer experimenteller Auf-
50
bau mit SR bekannt.
Die Zeitskalenanpassungsbedingung TK = Td wird bei den Maxima in Abbildung 3.5a, 3.5b
und 3.5a nicht erfu¨llt. Stattdessen ist die Kramersche Zeit TK , welche Td am na¨chsten kommt
durch TK ≈ 3.2Td gegeben (Minimum in Abb. 3.5d). Die Abweichung der Anpassungsbe-
dingung ist dadurch zu erkla¨ren, dass die Verteilung P(t) sich nicht auf eine einzelne Spitze
reduziert. Abb. 3.3 zeigt die beste Anna¨herrung an einen einzelnen Peak. Die zusa¨tzlichen
Peaks werden durch Zickzackbewegungen innerhalb der Kammern verursacht. Diese Bewe-
gungen bewirken nicht vermeidbare Wartezeiten. In [65] wird von einem weiterem Fall mit
einem unerwartet hohen Quotienten TK/Td, fu¨r eine bistabile diskrete Abbildung, berichtet.
Dabei traten die Maxima des SNR, als Funktion des Koeffizienten des kubischen Terms der
Abdildung, bei dem Werten TK/Td = 1, 3/4 und 3 auf.
Eine Eigenschaft, die noch zu erkla¨ren bleibt, ist dass die Ho¨he des Peaks der Verteilung der
Aufenthaltszeiten (Abb. 3.3) nur fu¨r nTd (n > 2) exponentiell kleiner werden, mit Ausnahme
des ersten Peaks (gestrichelte Geraden in Abb. 3.3), wa¨hrend fu¨r bisherige Untersuchungen
(siehe z. B. [66, 67]) der exponentielle Abfall fu¨r alle Peaks gu¨ltig ist.
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